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Plano de ensino
«. 007

e CARGA HORARIA SEMANAL: 02 Horas/Aula (02
Teoria)

e CARGA HORARIA SEMESTRAL: 40 Horas



DESENVOLVIMENTO DA
DISCIPLINA

e Explanacao em sala de aula utilizando quadro negro e
giz como recursos audiovisuais tais como “Datashow”,
filmes, projetor de slides, retroprojetor, etc. Visitas
técnicas a obras envolvendo construcao de pontes,

estradas, etc.



EMENTA
<

Tipos de pontes e viadutos.

Trem-tipo e Veiculo-tipo.

Normas técnicas de projeto de pontes.

Pontes em arco, estaiadas, suspensas e trelicadas.

Calculo estrutural da infraestrutura, megaestrutura e
superestrutura das pontes.

Aparelhos de apolo.
Aparelhos de apolo.
Manutencao das pontes.
Estruturas de aeroportos, usinas hidrelétricas e metros.



OBJETIVOS GERAIS
<

e Apresentar 0S conceitos basicos necessarios a
elaboracdo dos projetos basicos executivos de
estruturas de grande porte em obras civis, abrangendo
pontes e viadutos, lajes das pistas de aeroportos
Internacionais, estruturas de Usinas Hidrelétricas e de
estacoes de metros.



OBJETIVOS ESPECIFICOS
.

e Capacitar o aluno para a elaboracao de projetos
estruturais de pontes, viadutos, aeroportos, usinas
hidrelétricas e metros, habilitando-o a responder
profissionalmente pelas suas estruturas.



CONTEUDO PROGRAMATICO
-

e Projeto geométrico das pontes e viadutos.

e Calculo estrutural da infraestrutura das pontes: Tubuldes,
Estacas e Sapatas.

e Calculo estrutural da meso-estrutura das pontes.

e Calculo estrutural do tabuleiro das pontes rodoviarias e
ferroviarias.

e Dimensionamento dos encontros e dos aparelhos de apoio.

e Dimensionamento de lajes protendidas de aeroportos
Internacionais.

e Dimensionamento estrutural de tomadas d’agua, casas de
forca e vertedouros de usinas hidrelétricas.



CONTEUDO PROGRAMATICO
-

e Dimensionamento estrutural de obras subterraneas de
estacoes de metros.



AVALIACAO
c—

MF=(0,7*(P1+P2)/2)+0,3*MTR

MF = Média final

P1= Nota da Prova 1

P2= Nota da Prova 2

MTR= Média aritmética de Trabalhos e Relatorios

e Exame final tem que tirar no minimo o complementar de
MF para 10.
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1- INTRODUCAO E CONCEITOS FUNDAMENTALIS.
1.1 Curso

1.2 Conceitos e definicoes

1.3 Etapas do projeto

1.4 Materiais Empregados

1.5 Principais sistemas estruturais
1.6 Classificacio quanto a execuc:io

2 - ACOES A CONSIDERAR EM PONTES DE CONCRETO SEGUNDO A
ORMA BRASILEIRA
2.1 cargas permanentes,

2.1.1 peso proprio.

2.1.2 pavimentacao.

2.1.3 trilhos, dormentes. lastro ferroviario. guarda-corpos.

2.1.4 empuxos de terra e liquidos.

2.1.5 forcas de protensao.

2.1.6 deformacédes impostas (provocadas por fluéncia. retracio. variacdes d
temperatura e deslocamentos de apoios).




CURSO DE PONTES

acoes variaveis subdividem-se
2.2.1 cargas verticais.

2.2.2 efeito dinamico das cargas moveis.
2.2.3 for¢a centrifuga.

2.2.4 choque lateral.

2.2.5 efeitos da frenagem e aceleracio,

2.2.6 cargas de construgio.,

2.2.7 cargas de vento.

2.2.8 empuxo de terra provocado por cargas moveis.
2.2. ‘-',‘-' pressdo da dgua em movimento.

7 7

0 efeito dinamico do movimento das aguas, variagdes de temperatura
agée& exXcepeionais.

2.2.11 choques de objetos moveis

2.2.12 outras a¢des excepcionais
2.3 Coeficientes de Majoracao segundo a NBR

3. AVALIACAO SEM USO DE COMPUTADOR DOS ESFORCOS SOLICITANTES
DEVIDO A CARGA ACIDENTAL NA SUPERESTRUTURAS.
3.1 Em lajes
3.2 Em Vigas

3.2.1 Determinacio do trem tipo Longitudinal

3.2.2 Duas vigas

3.2.3 Vigas Multiplas

3.2.4 Secdo celular,
3.3 Linha de Influéncia para determinacao dos esforcos maximos e minimos
3.4 Uso do Programa FTOOL
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4. AVALIA(;&O CDM USO DE COMPUTADOER DOS ESFORCOS SOLICITANTE
DEVIDO A CARGA ACIDENTAL NA SUPERESTRUTURAS.
4.1 Procedimentos

EXEMPLOS NUMERICOS
ESTUDO DOS APARELHOS DE APOIO DE PONTES DE CONCRETO

ACOES NA MESO E INFRAESTRUTURA

DISTRIBUICAO DE ESFORCOS NOS APARELHOS DE APOIO DE
NEOPRENE DEVIDO A APLICACAO DE ESFORCOS HORIZONTAIS
NO TABULEIRO

DIMENSIONAMENTO DE NEOPRENE
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Este texto destina-se a alunos do curso de
Engenharia civil E PROFISSIONAIS QUE QUEREM SE
ESPECIALIZAR NO ASSUNTO
para que possam conhecer um tipo especifico de construcao
presente ha milhares de anos na vida do homem: as pontes,
passarela, passagens de nivel e viadutos.

Torna-se necessaria uma disciplina especifica neste assunto
pois ha caracteristicas peculiares nas acbes, nos
procedimentos de calculo, sistemas estruturais, procedimentos
executivos e finalmente principalmente o projeto.

Embora tratando-se de um texto didatico que procura também
apresentar os procedimentos numeéricos de calculo o texto
pode ser acompanhado perfeitamente por engenheiros de obra
e outros profissionais que n&o precisam necessariamente
conhecer os procedimentos de calculo pois diversas
informacdes qualitativas sdo fornecidas e explicadas no texto.
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1.2 Conceitos :

Ponte — Obra destinada a fazer que uma via transponha um obstaculo
de agua: rio, lago, braco e mar etc...

Viaduto - Obra destinada a fazer que uma via transponha um obstaculo
natural (vale garganta etc,) ou outra via. Fundo seco..

Passarela - Obra destinada a fazer que uma via s6 de pedestre
transponha um obstaculo.

Demais travessias : oleodutos; gasodutos, aquedutos
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1.3 Etapas do projeto

GEOMETRICO,

TOPOGRAFICO,

HIDRAULICO,

GEOTECNICO,

ESTRUTURAL



Estruturas de pontes
projeto geometrico

gabaritos horizontais e verticais,

inclinacao transversal, sobrelargura,
Esconsidade

largura de pista, faixa de trafego,
faixa e seguranca

Curvo em planta ou em elevagao
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1.3.1-GEOMETRICO:  peyem ser respeitadas dimensdes tais como: gabaritos horizontais e
verticais, largura de pista, faixa de trafego, faixa e seguranca,
sobrelargura, inclinacdo transversal

O gabarito vertical & de 5,5m
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GABARAITOS VERTICAL E HORIZONTAL
PONTE RIO-NITEROI

T Avido
o ——

—_—— e

(Gabarito Horizontal
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SECAO EM VIGAS MULTIPLAS

Larguras de pista

defensa ou
guarda—rodas

a) estrutura executada com Inclinaglic de 2%

b) pavimento executade com Incllndagde de 2%

superelevacao
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Faixas de trafego
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1.3.2-TOPOGRAFICO Um mesmo projeto

Solucao 1

< terreno natural

aterro de cabeceira

[ —
J
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1.3.4 HIDRAULICO

Ponte urbana

APAR. DOE AROIO
Esi MECPRENE

J.l"r. “ER DETSALHE 2

LaJE DE
APRONIMAGAQ

Fi=15am,

1

ivel de maximo enchent

-~

170.00 | 17

/2 CORTE LONGITUDIMAL

ESCALA 1:Z0

FROTECAD DE CONCRHEHTC h=Bcm.
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1.3.4 HIDRAULICO
Ponte nrhana

 CORTE LOMGITUDIMNA
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2. MATERIAIS EMPREGADOS

Madeira

Concreto Armado,

Concreto Protendido,

ACo

Mistas.
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PRINCIPAIS SISTEMAS ESTRUTURAIS DE
PONTES EM SEU DESENVOLVIMENTO.

Quadro ou Galeria
Lajes

Em vigas

Arcos (normal e invertido)-

Estaiadas

Pénsil
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VISTA LONGITUDINAL CORTE AA
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CLASSIFICACAO DAS PONTES QUANTO
A EXECUCAO

Até a década de 90 a maioria das pontes
em concreto
eram executadas no local.

A partir da maior industrializagao
e a introducao do pedagio controlado
pelas concessionarios,

tornou-se mais economica,
maioria das vezes
executar as obras como pré-moldadas.
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SEGCAO EM LAJE SEGCAO EM DUAS VIGAS

"ﬁ \

SECAQ EM VIGAS MOLTIPLAS SEGAD EM CELULA

. 5 o o i s 5o o . B -
i, B e S | - e

., TRANSVERSINA

Figura 16-Tipos de secoes transversais
em pontes de concreto

moldadas no local
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CABOS DEAGD

| e
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)

SECAO NO APOIO SECAO NO APOQIO

PRIMEIRA ETAPA SEGUNDA ETAPA

ESCALA 1:50 ESCALA 1:50
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SECAO NO MEIO DO WVAD SECAOC NO MEIO DO VAO
PRIMEIRA ETAFPA SEGUNDA ETAPA
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Estruturas de pontes
Detalhamento das moldadas no local
Pontes, Viadutos em vigas Celulares
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SECAO DO MEIO DO VAO
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Estruturas de pontes

5-ACOES A CONSIDERAR EM PONTES DE
CONCRETO SEGUNDO A NORMA
BRASILEIRA

A NBR 7187:2003 define as acdes a serem
consideradas em pontes de concreto armado e
protendido.

As acdes permanentes sao consideradas
como constantes ao longo da vida util da obra de arte ou
que crescem no tempo tendendo a um valor constante.

ao contrario das anteriores tem-se as variaveis.



Estruturas de pontes
As cargas permanentes sao divididas:
em peso proprio,
pavimentacao,
trilhos, dormentes, lastro ferroviario,

revestimentos,

guarda-corpos,

empuxos de terra e liquidos,

forgcas de protensao,

deformacdes impostas

(provocadas por fluéncia, retragao,
variagdes de temperatura
deslocamentos de apoios).
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As acdes variaveis subdividem-se
cargas verticais,

efeito dinamico das cargas moveis,

forca centrifuga,
choque lateral,

efeitos da frenagem e aceleracao,
cargas de construcao,
cargas de vento,

empuxo de terra provocado por cargas maoveis,

pressao da agua em movimento,
efeito dinamico do movimento das aguas
temperatura,
choques de objetos moveis

aclOes excepcionais
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ACOES VERTICAIS MOVEIS EM PONTES DE CONCRETO SEGUNDO AS NORMAS

Tabela 1. Cargas dos veiculos: Fonte: NBR 7188 (1984)

Classe Veiculo Carga umiformemente distribuida

das Tipo | Peso Total q q Disposicio

pontes KN |t KN/m- Kaf/m™ KN/m~ | Kgf'm~ | da carga

45 45 450 | 45 5 500 3 300 Carga ¢q em

30 30 300 | 30 5 500 3 300 toda a pista.

12 12 120 | 12 4 400 3 300 Carga q nos
passeios.

Tabela 2. Caracteristicas dos veiculos: Fonte: NBR 7188 (1984)

Unidade Tipo 45 Tipo 30 Tipo 12
Quantidade de e1xos Eixo 3 3 2
Peso total do veiculo EKMN-tf 450-45 300-30 120-12
Peso de cada roda e R
: : E -1t J5-T 5 50-5 20-2
dianteira
Peso de cada roda traseira KIN-tf 75-7.5 50-5 40-4
Peso de cada roda intermediaria KIMN-tf 75-7.5 50-5 .
Largura de contato by de cada .
£ : -l m 0.50 0.40 0.20
roda dianteira
Largura de contato bz de cada
= ] . 1m 0.50 040 030
roda traseira
Largura de contato b> de cada
= : ST 1m 0.50 0_40
roda intermediaria —
Comprimento de contato de cada _ .
1 _ m 0.20 0.20 0.20
roda
Area de contato de cada roda m- 0.20%b 0.20%b 0.20%b
Distincia entre os e1xXos 1 1.50 1.50 3.00
Distidncia entre os e1xos de roda
i 1m 2.00 2 00 200
de cada eixo
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TREM TIPO

PE=1350

PE=?5l iF'E=?5 F‘E:150l. i lF’E=15G kN
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5.2.2. VEICULOS USUAIS

Rodotram - 74 1
Comprimento tatal

_—_—_.—,_—_ e
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Figura 38. Bi-trem — com sete eixos
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SEGAD EM LAJE SECAD EM DUAS VIGAS

-
[

., TRANSVERSIMNA
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%, TRANSYERSINA

_Tipos de secoes transversais
em pontes de concreto

moldadas no local
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ANALISE DA DIST_RIEUICﬁD DA CARGA ACIDENTAL
SEGUNDO A SECAO TRANSVERSAL

O ESFORGO SOLICITANTE NA VIGA DEPENDE DA POSIGAO
DA CARGA P (acidental) EM PLANTA (x,y).

O PROBLEMA E RESOLVIDO ANALISANDO SEPARADAMENTE
O PROBLEMA

INICIALMENTE ESTUDA-SE QUAL E A PIOR SITUGAO, OU SEJA, EM QUAL
POSICIONAMENTO DA SECAO TRANSVERSAL P PROVOCARA A
MAIOR NA VIGA (POR EXEMPLO) V1
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IMAGINANDO UMA PONTE COM SECAO COM DUAS VIGAS

Assim e possivel apos obter a LI
Carrega-la com o trem tipo normativo
para obter um conjunto de agoes que &
denominado TTL

SECAO EM DUAS VIGAS

NN =

~_TRANSVERSINA

L
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Assim definida o tipo de

Obtem-se a Ll de reagao
ponte

SECAOQ EM DUAS VIGAS

l— —
1 ”JT

LINHA DE INFLUENCIA DE REACAO DE APOIO

e
1 1 40 360 1.0 =
2 \ i 15| b4y | s
- N IRANSVER$INA £ _—
250 500 250 M
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Carrega-se a LI com o trem tipo
normativo para obter um conjunto

define-
slos=s b =il n de agdes que é denominado TTL

da segado transversal
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2 ] T
300 S VIGA V1

s VIGA V1




Estruturas de pontes

PLANTA

Carregamento

do conjunto
de agoes A
Maximas para Sl
V2 /
V2 T

W
L]
'y

) &

g

7

ET)

SECAO TRANSVERSAL

Resultando
do trem tipo
longitudinal

maximo de V2

TREM TIPO LONGITUDINAL MAXIMO

M




Estruturas de pontes

Para obter momentos maximos e minimos é

preciso primeiro obter a LI de momento fletor




Estruturas de pontes

Para obter momentos maximos e minimos é

preciso carregar a LI de momento fletor

P P P




Estruturas de pontes

Exemplo numerico 1- Calcular o trem tipo longitudinal maximo para a
ponte com secao transversal de duas vigas dada na figura 41,
considerando o frem tipo classe 45.

SECAOQ EM DUAS VIGAS

L 75 75
Lt — — : 5
4 AL s 4 W TTITh
50 7 7
- TRANSVERINA 300 \VIGA V]
250 500 T 250 - - %
e LINHA DE INFLUENCIA DE REACAO DE APOIO

—

T + . .-_.__}____,-_.. &
1.0 -
15 14 j_ = i

VIGA V1



SECAO EM DUAS VIGAS
4 A 360
20 \ L
- TRANSVERS$INA
250 J_ 500 250




Estruturas de pontes

Resolucao.

SECAQ EM DUAS VIGAS




Estruturas de pontes

Exemplo numerico 2- Calcular para a ponte e o TTL dado és
momentos maximos € minimos fletores em S5.

SECOES TRANSVERSAIS

SECAO EM DUAS VIGAS
1000

TRANSVE

VISTA LONGITUDINAL LATERAL




Estruturas de pontes

Exemplo numerico 2- Resolucido

Esquema estrutural da viga




Estruturas de pontes

Exemplo numerico 2- Resolucéao

Valores da linha de influéncia

Member

Bending Moment

Influence Line

Init- 0.0000 m

End: 0.0000 m

Results Along Member:
X [m] Bending
Moment
Infl. Line [m]

0.00 0.0000
3.60 1.8000
7.20 3.6000
10.80 24000
14 40 72000
18.00 9.0000
21.60 72000
2520 54000
28.80 3.6000
32.40 1.8000
3600 0.0000




Estruturas de pontes

Exemplo numerico 2- Resolucdo

Linha de influencia da secao S5 (meio do vao) carregada com
o TTL maximo € minimo

5

b=
B
=

%

LLLTTHLLE LT




Estruturas de pontes

Exemplo numerico 2- Resolucdo
O valor em cada secao é obtido clicando em uma secao (fornecida

pelo step)
1 Fiool - Two-Dimersional Frame &sainis Took smmpin? i e
Fle Optony  Trareform  Display
[ oF| | S| =] ] Lo Tram:
fﬁlilal ~f—InI '*Iﬂ-ﬂm ml:@ T T EI |__I_|?1ll "i-J
angbc .00m J
= IJ_LIJ.H Il 1| —+ Iw|+++|+++| ‘ I++'r ’ T Ly -
Max. value: 12329.7 kNm at path loc.: 21.00m - Min, value; -2681.9 kNm at path loc.: -1.50 m - Total path length: 48.00 m

[P T P P P P T Y

= g . Distrib, Tods o]t 6] =1]

Liren koad [leH ]

H]HHHHHFH“]Hllllll‘riﬂ*ﬁﬁ‘i’n-lll.llll..|lll]HHHIHHHH

=]
W
)
i,
=,

.
|
|
:



Estruturas de pontes

Exemplo numerico 2- Resolucédo

O Mas nao e so o FTOOL tambem fornece a envoltoria de esforcos
devidoo TTL




SECOES TRANSVERSAIS (CORTE AA)

SEGAO EM DUAS VIGAS SECAO EM VIGAS MULTIPLAS
1000 | , 1000

_ 300 T30
250 ANSVERSINA (20X162)

. 250
SECAOEMCELULA 4490

— T

VISTA LONGITUDINAL LATERAL




Linhas de Influencia
Aplicacdes

Objetivos

Trem-Tipo
Definicao

Vigas

o s Wb~

Trelicas



APLICACOES

a. Pontes em vigas

{m »;-.'-‘:"'ﬁ! .-1 ,;"'(

,

Pontes trelicadas




Pontes rolantes




Pontes rodoviaria e ferroviaria

Ponte rodoviana

r——-' 14 ft
" (14 f-30 1)
select spacing to
HS 20 - 44 loading cause maximum
stress

Ponte ferroviaria

wx  TIRT2R 2k 2k 468kt aps At gk Zk 2R TN T2K 463

M

. _ s o

, : :.”J-J.u.-.r i' . '
~—8 i - e Q) ff —mbemboeme——ete—§ fy —=—§ fi 91t
Sfi Sfi Sfi Sft' 6t SN Sft St sn Sft eft S SA

E-72 loading




OBJETIVOS

30 ft

10k

15K

9k

4k

16

10

6 ft —=i=—4 ft-







TREM-TIPO
Veiculo 4 15

Tipo

Faixa

F!-i i Secundaria
’/E]{E tlfﬂz 1 lU,E tf/'m.
A b b e

! | | 1
| | - Vigas i | Barraira
i ! Principais . i Lateral
| | | 1
I ! : I
L 3.1 | 6.8 | 31 =
I 12,8 ' |
14,881 14.88tf 14,881 44 64 tf
Projeto 1,5m [ 1,5m Anteprojeto
I | I
g= 3,57 tim q= 3,57 tim l

¥




lateral

12t 12t 12t
Projeto

10

q=5tm

Anteprojeto

barreira

36 tf

q=5tm




DEFINICAO

Linha de influéncia de um efeito elastico em uma dada secao S é a representacao
grafica ou analitica do valor desse efeito, naquela sec¢ao S, produzido por uma carga

unitaria, de cima para baixo, que percorre a esftrutura.

Exemplo:
P=1
’?"' ?‘ l ~rotula B .
A A | A
' +M;= a — P =1emA
\' o L 'it:d—_ i *M,=-b - P=1emB
’ A



Observagoes:

v A secao e o efeito estudados sao fixos, a posicao da carga € que varia.
v Nao confundir: linha de Influéncia x diagrama Solicitante.

v" Efeitos elasticos: momento fletor, esforgo cortante, reacao de apoio e deformacao
(flecha).

v" Gonsiderar valido o Principio da Superposicao dos Efeitos.

Fases de Solugao do Problema:

12 FASE: Definida a classe da ponte e as plantas arquitetonicas, obter o trem-tipo.

22 FASE: Dada a estrutura, o efeito elastico E e a secao S, obter a linha de influencia.

32 FASE: Conhecidos o trem-tipo e a linha de influéncia, obter os efeitos devido a

esse trem-tipo. Sejam os exemplos:



a. TREM-TIPO formado apenas por CARGAS CONCENTRADAS

. LIEs




b. TREM-TIPO formado apenas por CARGAS DISTRIBUIDAS

: :
a__ lﬂdﬂ
e
- 2] - ~ LIEs
A . A, ,f";
o S . o l__,.ﬂ—"'

E. = |(qdz) 1, ou seja,

r

b
E.=q|ndz -

r
d

b
E. =qgA pois, A = lei dz ( Principio da superposicao dos efeitos)



c. CASO GERAL (superposicao dos casos 1 e 2)

E. iPl]lJrqA

=1

( Principio da superposicao dos efeitos)




Observagoes:

» Os principios estudados até aqui sdo validos para estruturas isostaticas

e hiperestaticas.

» E facil verificar que as unidades das linhas de influéncia de momentos
fletores sao unidades de comprimento, e que as linhas de influéncia de

esforcos cortantes, normais e reacoes de apoio sao adimensionais.



VIGAS

a. Viga Engastada-livre

=

Efeitos Elasticos

« Reacbes de apoio
« Esforgos simples



ReacoOes de Apoio

P - 1
! Z -
A 5 r
|
. X _ |
; L i
Representacdo Analitica Representacdo qrafica
+1 ':::_i'_] +1
Ry=+1 LIR,
A
L
..--.__‘-‘-::" ) -
. L 45:
My = - 2 '. LIM,
|




Esforcos Simples

—_—
|

.

Representacdo Analitica

y 0, paraz < x
*  |+1paraz>x
0, para z <X

M= <P

-(Z-X),paraz = x

Representacao qrafica

+1 (+) +1
5 LIV
1
1
_:-: 1
'
.-"'-...-l.
AL - x)
A
[ .-_.-' T
2 <" 45
|

pR
I=




Viga Simplesmente Apoiada

oh

i
g

=il
_':_':_;__m

.

Efeitos Elasticos

« HeacGes de apoio

« Esforcos simples

i S



Reacdes de Apoio P -1

A S B
b o« &
L
Representacdo Analitica Representacdo qgrafica
i "
Ry =+ (L-2Z)/L Al B
A 2 LIR,
,—"’_/f’f
/'/ (+) 1
W+
Ra = z/L A gl B LR
A A s




Esforgos Simples

Representacao Analitica

v -ZIL(=-Rg), paraz <x
> |-+ (L-2/L(=R,), para z> X

ZIL(L-%),para Zz<X

Ms = (L-z)x/L,para z >Xx

Representacido qrafica

1
-:_—.'—'.:
- [ = s
= : A\
F Y o S
L+
.1
5
A i B
Y * o __.‘_._.-" i
N‘:_}I : 8 ._x-_+_--. -‘--F'H_F._, i
: . .I-' :"; | - :
| it -\..\I _ﬂ___,..-- :
X : _:’".,_,_--1" 1 L
I ST T Pl -x
1 .= o, i
: - T : LIM<
! - % ) R :
I" - * o 1
1 . 1
\ 1
i 1
' b



Observagodes:

« No estudo das L.l. de esforgcos simples, devemos sempre examinar
separadamente as possibilidades da carga unitaria estar a esquerda ou a

direita da secao em estudo.

« A LI de esforco cortante numa secac apresenta sempre uma
descontinuidade igual a 1 nessa secao, conforme verificado nos casos ja

analisados.



TRELICAS

Pontes rodoviarias e ferroviarias

top cord

sway

swa
et 2ocis8 |




Pontes rodoviarias e ferroviarias; pontes rolantes




Aplicacoes:

1. Obtenha a linha de influéncia do esfor¢o normal na barra GB da ponte trelicada

mostrada na figura a seguir.




2. Obtenha a linha de influéncia do esforco normal na barra GC da ponte trelicada

mostrada na figura abaixo.




3. Determine o maximo esforco normal que pode ser desenvolvido na barra BC da
ponte trelicada mostrada a seguir, devido a uma carga acidental concentrada de

20 k e uma acidental uniformemente distribuida de 0,6 k/ft.




DESLOCAMENTOS EM
ESTRUTURAS

1. INTRODUCAO

a. Possiveis causas dos deslocamentos (flechas e rotagbes) nas estruturas:

Cargas
Temperatura

Erros de fabricacao

S

Erros de montagem



b. Importancia da avaliacao dos deslocamentos nas estruturas:

v Projeto: os deslocamentos devem ser peguenos no sentido de se evitar

fissuras e fraturas (concreto, plastico, madeira, etc).

v Gonforto: pequenas vibragoes e deflexoes.

v Método das Forcas: estruturas estaticamente indeterminadas (fundamentos
baseados no méetodo do trabalho virtual — metodo da carga unitaria).



2. CAUSAS

a. Carregamento: peso proprio + sobrecarga + acidental

i 3 8_§8

—
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Temperatura




3. METODOS DE ANALISE

1. Metodo da Integracao-Dupla
2. Metodo da Viga-Conjugada
3. Metodo do Trabalho Virtual (Metodo da Carga Unitaria) -




3.1. Metodo da Integracao-Dupla

a. Equacoes Basicas

Hipoteses:
» Euler-Bernoulli
» Lei de Hooke

« Pequenos deslocamentos e rotacoes




de = —dx (1)

sendo M o momento atuante na secao, E o modulo de elasticidade do material e |
0 momento de inércia da secao.

Mas, d6=d—x
P
Entao
1 M 1 dPv/dx?
B 3/2 (2)
P EBLP [y (dv/ax)?]

onde v € a deflexao da viga.




M d®v/dx?
El > 3/2
[ 1+ (dv/dx)? |

dv M

dx? El

2
Eig7 _M (3)

Condicoes de contorno e continuidade Atencéao !/

Unth

11 l I et

y B

LB e e - L8 S7
2 }—t =3 B ¢ {‘K Lzr______,""‘;ic_‘
: - Xl—-l Me

X3 = X2 |



b. Procedimento de Analise

1. Curva Elastica

Desenhe a configuragao deformada da viga (forma exagerada).
Estabeleca as coordenadas x e v.

O(s) sistema(s) x(x's) deve(m) ser paralelo(s) a viga indeformada.

R T

No caso de cargas descontinuas, estabeleca coordenadas x's validas em cada
regiao da viga entre as descontinuidades.

v O eixo positivo da deflexao v normalmente & direcionado para cima.

2. Avaliacao da Funcgao Momento

v Em cada regiao que existe uma coordenada x, defina a expressao do momento
M como uma funcao de x.
v' Sempre assuma que M atua na direcao positiva quando aplicar a equacao de

equilibrio do momento.



+M( 1 g‘ l )-mr

+V +V

3. Deflexao e Rotacao

v Aplique a equacao El d*v/dx* = M(x), que requer duas integracoes.
v Para cada integracao inclua uma constante de integracao.

v Essas constantes sao avaliadas através das condicGes de bordo e continuidade.



c. Aplicacoes

Problema 1: Para a viga mostrada abaixo, submetida a um momento M, na sua
extremidade, obtenha a curva elastica.

e

lJ - -

Solugao:

I. Curva elastica (desenho aproximado)

o
:




li. Avaliacao da funcao momento (diagrama de corpo livre)

|
| ;-

Mﬂ( | i)M :>

lii. Deflexao e rotacao
Aplique a equacdo EIld®v/dx* =M(x)

M, x>
ElF M, - EI " =Myx+C, . Elv==2

+Cx+ G,

Condicdes de contorno:

X=0:dv/dx=0—-C,=0
X=0:v=0 — G, =0



M. x
g=—2"
El
M, x>
vV=—""
2E|

Problema 2: Para a viga mostrada a seguir, pede-se avaliar o deslocamento vertical

do ponto C.

2a a




Solugao:

i. Curva elastica (desenho aproximado) e definicao do sistema de coordenadas

ii. Avaliacao da fungao momento (diagrama de corpo livre)

_ P
Trecho x;: M1_—§x, szl _ 0n _r

Trecho x.: - —Xg

M, = —% X +3—2F'|{:n:E —2a)=Px,-3Pa




lii. Deflexao e Rotacgao

Aplique a equacao Eld®v/dx® =M(x)

Trecho x,:
2
eV P e Pyeic iEv =T xpicxec,
dx, 2 dx 12
Trecho x.:
2
£l 9V2 _px, —apa - E1 2 =Py 2 spax, + c,
dx., dx, 2



Condicdes de contorno:

Emx,=2a v,=0 .. ﬂ=—%{Ea}E+G1(Ea}+GE

Emx,=2a, v,=0 . 0 =%{Ea}3 —%Pa{ﬁa}z +C,(2a)+C,

av,(2a) _dvy(2a) . —E{EEI}E +G; = E{Ea}g —3Pa(2a) +C,

dx, dx, 4

Solucao do sistema:

C, =%F‘ag; C,=0; C, =§F’a2 e C, =—2Pa’



Para o trecho X, (v,):

P_, 3Pa_, 10Pa° Pa’

Vo=—X," —— — X"+ ——X —
 BEI' 2ElI'? 3 ElI ¢ " El

Finalmente, fazendo x, = 3a:

- Pa?®

TR




3.2. Metodo da Viga-Conjugada

a. Consideracoes Iniciais

» |dealizado por Otto Mohr em 1860

- Base do método: principios da estatica _

- Base do método: similaridade entre as equacgoes - Integrando...

1. Esforgo Cortante <=> Rotagao 1. Esforco Cortante <=> Rotacao

N __w V = —[ wdx
dx J
ﬂ - E I[ — dx
dx El
2 Momento Fletor <= Deslocamento 2. Momento Fletor === Deslocamento
dM M= I —J‘wdx}dx
——=—W
de |

Py M J‘J‘M }d
ay_M = | Zgx dx
dxZ  El =g



b. Viga Conjugada

Viga Real Viga-Conjugada

L -

(11T T
AL o =
| L | :
| .

Teorema 1: A inclinacao de um ponto na viga real e igual ao esforco cortante

no mesmo ponto da viga-conjugada correspondente.

Teorema 2: O deslocamento de um ponto na viga real e igual ao momento fletor

no mesmo ponto da viga-conjugada correspondente.



c. Condicoes de apoio (viga conjugada)

Viga Real Viga Conjugada
| Fi, v = v S, 18
A= — Din M=20 pin
B “'I'__' — 1|||Ir i
A=0|7TT oller | M=0 | === roller
6 =0 ==y V=0 [
A=0 fixed ] M=10 free
B g =3 V El— )
A free M Bl fixed
B “:‘J_E_‘:J v ! o
A =0 internalpinl M= 0 hinge
H T__:'_-...._-———a——_l - -_'..' ‘- T 1|.||r I A
A =0 internal roller] M= 0 hinge
g S Y V —
i ===mmm roller
A hinge M




Viga Real

Viga Conjugada

|




d. Procedimento de analise

1. Viga-Conjugada

Desenhe a viga-conjugada para a viga real.

v Aviga-conjugada deve ter o mesmo comprimento da viga real.

v Se um apoio na viga real permite uma inclinacao, o apoio correspondente
na viga-conjugada devera desenvolver um esforco cortante.

v Se um apoio na viga real permite um deslocamento, o apoio correspondente
na viga-conjugada devera desenvolver um momento fletor.

v" Aviga-conjugada é carregada com o diagrama M/EIl da viga real.

v Esse carregamento & assumido ser distribuido sobre a viga conjugada e é
direcionado para cima quando M/El e positivo e é direcionado para baixo

quando M/EI € negativo.



2. Equilibrio

v Avalie as reacoes nos apoios da viga-conjugada.

v Usando as equacOes de equilibrio, avalie o esforco cortante (V') ou o
momento fletor (M) na viga conjugada onde a inclinacao (6) ou o
deslocamento (A) deve ser determinado na viga real.

v Se esses valores sao positivos, a inclinacao acontece no sentido contrario

ao do ponteiro do relogio e o deslocamento & para cima .



e. Aplicacoes

Problema 1. Determine a inclinagao e o deslocamento no ponto B da viga metalica
mostrada na figura abaixo. As reagoes ja foram calculadas.
Assuma: E = 29 (10°) ksi e | = 800 in*.

5 ks

75kft( T

Solucao:

I. Viga-Conjugada FE—— A T

75/(El)

-



ii. Equilibrio da viga-conjugada

Diagrama de corpo-livre:

562.5/(El)

562.5 k - ft°
+L>F =0 £ +Vg =0
o _y. __5625 k-ft? _ 562.5 k - ft2
5 B El 29(103) k/in? - (144 in2/ft2)- 800 in* - (1 ft* /124in?)

By = V5. =—0.00349 rad



ft2

_14062.5 k- ftd 14062.5 k - ft°

.fjh =M , = =
578 El 29(10%) K/in? - (144 in2/ft2)-800 in® - (1 ft*/12%in%)

Ag =M. =—0.0876 ft =-1.05 in

. = C— —_— = _ E————

EIA \ Ag = -14062.5/(El)

B e 0 =-562.5/(El)




Problema 2: Determine a deflexao maxima da viga metalica mostrada na figura
abaixo. As reacgdes ja foram calculadas.
Assuma: E = 200 GPa e | = 60 (10%) mm?.

8 kN

2 kN 6 kN
Solucao:

I. Viga-Conjugada




li. Equilibrio da viga-conjugada

Analise: A deflexao maxima da viga real ocorre no ponto onde a inclinacao é

nula. Portanto, nesse mesmo ponto, o esforco cortante € nulo na viga conjugada.
Assim:

Diagrama de corpo-livre:

81/El .1, 4 2TE . 15*';:'] 2
f | { ) E
[ e l
fim I dm—r{l*—lm--' X V=0
| |
4A5/E| B3/l ¢5T|5|
+1 YR =0.-— —I—x 0.-.Xx=6.71m (0£x<9m) OK

2 El



Usando esse valor de x:

45 1 2[6.?1]] }1 :
M=0.-—(6.71)+|— 6.71|—= -M'=0
s 3 }+[2( - 2 (6.71)
A M- 201.2kNm® _ -201.2 kNm® _
mé El [200(10°) kN/m? |[ 60(108) mm*(1 m*/(10°)* mm* |

=—0.0168 m=-16.8 mm




3.3. Metodo do Trabalho Virtual (Metodo da Carga Unitaria)

a. Consideracoes Iniciais

« Metodos anteriores: eficientes para vigas submetidas a carregamentos simples.

« Meétodos energeticos: eficientes para vigas, trelicas e porticos sujeitos a

carregamentos guaisquer.
« Base dos metodos energeticos: Principio da Conservacao de Energia

onde:

U, : trabalho realizado pelas forgcas que atuam na estrutura.
U. : trabalho interno (energia de deformacao) armazenado quando a estrutura

se deforma.



b. Funhdamentos

Trabalho Externo: Forga P

i =P

Trabalho Externo: Forca P (aplicada primeiro) + Forga P’

o s
-.aif"‘a T

- L v

I Fap

UezlP.»HP.a_\.'Jr1 FA
2 2




Trabalho Externo: Momento M

U, - L Me a6
>

M

Trabalho Externo: Momento M (aplicado primeiro) + Momento M’

UE=1MH+MH+1Mﬂ'
2 2



Trabalho Interno (Energia de Deformacao): Forca Axial S

Hipoteses: B
1 W
’ Lg:.?i "5'& A
v' Material elastico linear v 3
v Lei de Hooke: G = E¢ ]
v Deformacao: € = A/L L T A
v Tensao: ¢ = S/A l HFa
JH
SL e
Deslocamento A1 A =— & if Iﬂ
AE
Y
1., S S

Trabalho Interno: U =—8SA =——
2 2AE



Trabalho Interno (Energia de Deformacao): Flexao (Momento Fletor M)

Rotacao do (elemento diferencial):

M
do=M 4
That

Trabalho Interno:

+——1

S



c. Principio da Conservacao da Energia

A

2

|

R [

Messe caso:

1

UE :E

L M2 L (—px)2 1 p2L3
U; = |
0

1 1
2 6 EI 3 EI

e L —



d. Principio do Trabalho Virtual (PTV)

« Baseado no principio da conservacao de energia: U, = U, .

» Foi desenvolvido por John Bernoulli em 1717.

« Conhecido também como o Método da Carga Unitaria.

« CGonsidere uma estrutura deformavel submetida a uma série de cargas P que irao
causar o aparecimento de forgas internas u ao longo de toda a estrutura. Essas

forcas estao relacionadas por Equacdes de Equilibrio.

« Considere também que deslocamentos externos A irdo acontecer nos locais de
aplicagao das cargas P e deslocamentos internos & irao ocorrer nos locais da
forcas internas u. Esses deslocamentos nao precisam ser elasticos, podem nao

ser relacionados com as cargas, e A e & estao relacionados por Equagdes de

Compatibilidade.
» Principio do Trabalho Virtual (PTV): EP&. = Eua
(TVCE)  (TVCI)




Considere: Cargas reais P,, P, e P; aplicadas na estrutura (deseja-se avaliar A)

Principio do Trabalho Virtual (PTV): 1 XA = Zu dL
(TVCE) (TVCI)



Se a rotacao 6 em um determinado ponto da estrutura € para ser determinada,
um momento fletor virtual de magnitude unitaria (M = 1) e aplicado nesse
ponto. Como conseqléncia da aplicagao de M’ = 1 na estrutura, forgas internas

u, aparecerao no sistema. Assim, o PTV pode ser escrito como:

Forcas virtuais

Deslocamentos reais



4. TRELICA (Aplicacao do Principio do Trabalho Virtual)

a. Efeito: Carregamento externo

Expressdo Geral: 1xA=> ndL

IXA=Yy —

onde:

1 = forga virtual unitaria aplicada na diregao de A

n = for¢cas normais virtuais atuantes nas barras causadas pela for¢a unitaria

A = deslocamento a ser avaliado causado pelas forcas externas reais

N = forcas normais reais atuantes nas barras causadas pelas forcas externas reais
L = comprimento de uma barra

A = area da secao transversal de uma barra

E = modulo de elasticidade



b. Efeito: Temperatura

Expressao Geral: 1x A = Zn dL
1x &=Zn o AT L

onde:

1 = forga virtual unitaria aplicada na diregao de A

n = forgas normais virtuais atuantes nas barras causadas pela forca unitaria
A = deslocamento a ser avaliado causado pela mudanca de temperatura

o = coeficiente de dilatacao térmica (depende do material)

L = comprimento de uma barra

AT =variacao de temperatura da barra



c. Efeito: Erros de fabricacao e montagem

Expressao Geral: 1A => 'ndL

1x.ﬁ=ZnﬁL

onde:
1 = forga virtual unitaria aplicada na direcao de A
n = forgas normais virtuais atuantes nas barras causadas pela forga unitaria
A = deslocamento a ser avaliado causado pelo erro de fabricacao e montagem

AL = diferenga de comprimento da barra (comprimento projetado — comprimento

observado apos a montagem ou fabricacao da peca)



d. Procedimento de analise

1. Forcas Normais Virtuais n

« Cologue a forga unitaria na junta e na direcao do deslocamento que se deseja

determinar.
- Resolva a trelica para essa carga unitaria atuante (método das juntas ou segodes).

« Assuma as forgas normais de tragao como positivas.

2. Forcas Normais Reais N

« Resolva a trelica para as forgas externas reais atuantes (metodo das juntas ou

secoes).
« Assuma as forgas normais de tragao como positivas.



3. Equacao do Trabalho Virtual

« Apligue a equacao do trabalho virtual para determinar o deslocamento desejado.
Mantenha o sinal de u e N obtidos nos passos anteriores.

No caso de atuar simultaneamente forcas externas, temperatura e erros de
fabricacao:

1xA=¥n C+¥naaTL-Ynal



e. Aplicacoes

Problema 1: Determine o deslocamento vertical do ponto C da trelica metalica
mostrada na figura abaixo. Considere: E = 29 (10°) ksi e A = 0.5 in°.

Solucao:

I. Avaliagao dos esforgos normais virtuais n (P =4 gppsicionada na junta C e na
direcao do deslocamento vertical procurado)



+0.333k +0.667 k +0667k
0.333k 1k 0.667 k

ii. Avaliacao dos esforgos normais reais N (forcas externas reais atuantes)




lii. Aplicacdo da equacao do PTV: 1xA=Sn—

—  AE
Membro | n(k) N(k) | L{f) | nNL (k2.ft)
AB 0.333 4 10 13.33
BC 0.667 4 10 26.67
CcD 0.667 4 10 26.67
DE 0942 | -566 | 14.14 75.47
FE -0.333 4 10 13.33
EB -0.471 0 14.14 0
BF 0.333 4 10 13.33
AF 0.471 | -5.668 | 14.14 37.70
CE 1.000 4 10 40
Y 246.50

Assim:

nNL 246.50 k*-ft (246.50 k= - ft)(12 in/ft)

_ - Ag =0.204 in
AE (0.5 in?)(29(10%) K/in?) *



Problema 2: Considere para a trelica mostrada abaixo, cada barra com E = 200 GPa
e A= 400 mm?. Pede-se:
a. O deslocamento vertical no ponto C se uma forca horizontal de 4 kN
for aplicada nesse mesmo ponto.
b. Se nenhuma carga for aplicada, qual seria o deslocamento vertical em
C se a barra AB for 5 mm menor do que o tamanho definido em

projeto?




Solucao:
a.

. Avaliacao dos esforcos normais virtuais n (P = 1 posicionada na junta C e na

direcao do deslocamento vertical procurado).

1 kN

(L6373 kN

0.5 kN

ii. Avaliacao dos esforgos normais reais N (forcas externas reais atuantes).

c

4 kN 1.5 kN 2.5 kN
25kN 2.5kN ot
. A A 4
4EN 4 B KN > 2 kN
2 kN T l
Y
1.5 kN 1.5kN 15kN




iii. Aplicagao da equagao do PTV: 1x A =>'n AE

Membro n (k) Ni(k) | L(ft) | nNL(k2ft)

AB 0.667 2 8 10.67

AC -0.833 | 25 5 -10.41

CB -0.833 -2.5 5 10.41
2. 10.67

Assim:
10.67 KN®-m

(10.67 kN? -m)

hN-2g, =D O ”NL

Ag, =0.133 mm

AE

400(10°%) m2

(200(10%) kN/m?)



b.

I. Avaliacao dos esforcos normais virtuais n (P = 1 posicionada na junta C e na

direcao do deslocamento vertical procurado)

0.833 kN 0.833 kN
. 3 NS

0.667 kKN 0.667 kN 1A

0.5 kN virtual forces m 0.5 kN

ii. Note que apenas a barra AB & deformada (tem o tamanho diferente daguele de

projeto)

AL,y =— 0.005 m



lii. Aplicacao da Equacao do PTV (no caso: erro de fabricagao ou montagem)

11{&:2 nAL

Mo caso:

1x Ag, =(0.667kN)(~0.005m)

Ag, = —0.00333 m=-3.33 mm




Problema 3: Determine o deslocamento vertical do ponto C da trelica metalica
mostrada na figura abaixo. Devido ao calor radiante da parede, a
barra AD é submetida a um aumento da temperatura de AT = +120° F.
Considere: E = 29 (103) ksi e « = 0.6 (10°)/°F. A secao A de todas as
barras € indicada na figura.




I. Avaliacao dos esforcos normais virtuais n (P = 1 posicionada na junta C e na

direcao do deslocamento vertical procurado)

I k
&

0. T5 IL-G—F

=
g.'.—h:.

0. 75 k —mms i Aot

ii. Avaliacao dos esforcos normais reais N (forcas externas reais atuantes)

sl kK

.r.

120 k —= e "

+H K

£ o —

L4

Tt

(= roml forees M &



iii. Aplicacao da equacao do PTV (efeitos: forgas externas + temperatura, barra AD)

1x A =Zn%+2naﬁTL=

_(o. ?5}(12{}}{5}(12}+{1}|:am{a}|:12}+{—1 .25)(-100)(10)(12) _
2[29{103}] 1.5/ 29(103) |

.............................................. R tem[}f.'—}ratl,ll'a, tIEll'I'El AD

Ag, =0.658 in



5. VIGAS E PORTICOS (Aplicacao do Principio do Trabalho Virtual)
a. Energia de Deformacao Virtual: Momento Fletor

Objetivo: avaliar o deslocamento A

Expressao Geral: 1xA =

Cargas virtuais



Lmh.a’l

Expressao Geral: 1x A = |E dx
0

onde:

1 = forca unitaria externa virtual aplicada na viga ou portico na diregcao de A

m = momento interno virtual (funcao de x) na viga ou portico, causado pela forca
unitaria externa virtual

A = deslocamento a ser avaliado causado pelas forgas externas reais

M = momento interno (fungao de x) na viga ou portico causado pelas forgas
externas reais

E = modulo de elasticidade

| = momento de inércia da secao transversal da barra

L = comprimento da barra



Objetivo: avaliar o deslocamento 8

Expressao Geral: 1x 6 = ijM

onde:

1 = for¢a unitaria externa virtual aplicada na viga ou portico na direcao de 6
m = momento interno virtual (funcao de x) na viga ou portico, causado pelo
momento unitaria externo virtual

= rotacao a ser avaliada causada pelas forcas externas reais
M = momento interno (funcao de x) na viga ou portico causado pelas forcas
externas reais
E = modulo de elasticidade
| = momento de inercia da secao transversal da barra

L = comprimento da barra



« Forcas ou momentos concentrados atuantes
Casos

Cuidado !

« (arga distribuidas descontinuas atuantes

Cargas reais Cargas virtuais

Solucao 1: Escolher coordenadas x's para aquelas regides que nao apresentam

descontinuidade no carregamento e avaliar a integral [{mM!EI}dx para
cada regiao.

Solucao 2: Forma TABULAR (Método TABULAR)

Os diagramas de momentos sao avaliados (cargas reais e virtuais). Os
diagramas para m e M sao comparados com aqueles da tabela e assim a

integral [{mM Jdx pode ser determinada através de formula apropriada.



L
Avaliacao de Jmm' dx
0

L Holl)d e . PR parﬂl:':l_'lln.___._
Jmm' dx m' _,Hf’ff]’" vy | AI'"'* il |
a IR R £ ~ L =
T —neol _ 1 , 1 - : 2
- 2 2 ' 3
f’";ffm L— 1 mm'L lm{ ,+2m, L 2 mm'L
— 2 3 g e 12
..-—'-""_-”._FFF | ' |
. el my(2m, +ms, |+ 1 : .
ml[ " —m lm1 mg“— —rT'I'[m] +2m2”— I I: 1[ 1 ’ El _m‘[SmI _5m2.|L
. +My{m, +2m, | L 12
L [.\_L %mm'L lmm't’L—ab 1,.-"6m1|:m1[L+h_;'— imm':j %_i-L
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Procedimento de Analise

1. Momentos Virtuais m ou m,

v

Aplique a for¢ca unitaria na viga ou portico na direcao do deslocamento gue se
deseja determinar.

Caso se deseje determinar a rotacao de um ponto, deve-se aplicar um momento
unitario nesse ponto.

Estabelegca de forma apropriada as coordenadas x's (objetivo: evitar
descontinuidade do carregamento).

Resolva a viga ou portico para essa forga ou momento unitario atuante (obtenha os

momentos internos m ou my).



2. Momentos Reais M

v Usando as mesmas coordenadas x's usadas para avaliar m ou my, calcule os
momentos internos M causados pelas forgas reais atuantes.

v Assuma a mesma convencao de sinal da etapa anterior.

3. Equacao do Trabalho Virtual

v Aplique a equacao do trabalho virtual para determinar.
v O deslocamento ou a rotacao desejada.

v Mantenha o sinal de m (ou mg) e M obtidos nos passos anteriores.

1% A = Zj—dx ou 1x6 = Z|mHM



Aplicagoes

Problema 1: Determine o deslocamento do ponto B da viga metalica mostrada abaixo.
Considere: E = 200 GPa e | = 500 (10%) mm?*.

x| 12 kN/m
= - Ly

Solucgao:

I. Avaliacao do momento virtual m 1 kN 1 kN

A"
» .
A




ii. Avaliagao do momento real M

—————

1XAB :J‘%dx
0
10 o 4103 23
1><AB=J'“""'(EI‘6X Lax - 1kN xAB=15(1OE)IkNm
0
3 3
Ag 15(10°) kNm =0.150 m=150 mm

~ 200(10°) kN/m2(500(10°) mm*)(10-2 m*/mm?)



Problema 2: Determine a inclinagao 6 no ponto B da viga metalica mostrada abaixo.
Considere: E = 200 GPa e | = 60 (10°) mm+*.

Solucao:

I. Avaliagao do momento virtual m,

5m X2




ii. Avaliacao do momento real M

3 kN
y - %
[ ]1 ) M, =-3x,
l—— Xy e
3kN
l v
- I)M2=-3(5+x2)
L 5m ' XZ -:
iii. Aplicagao da equacgao do PTV
L 5 10
£ -3(5+X
1X93=Im°de=j(0)( 3X')dx1+j(1)[ ( 2)]dx2
El El El
0 0 5
_ —112.5 KNm?

Og

El




Observacao: Metodo Tabular

1. Construcao dos diagramas:

m (kNm) M (kNm)

< 10

% (m)

2. Da apropriada linha e coluna da tabela:

10

1 1
‘[n‘lﬂhﬂd)::Em{M +M, L= (1)(~15-30)(5) = ~112.5 kNm?
4]



Que é 0 mesmo valor obtido anteriormente.
Assim:

~-112.5 kKN°m?

= =-0.00938 rad
200(10°) kN/m?[ 60(108) mm* |(107'2 m*/mm*)

(1kNm) x 6

Problema 3: Determine o deslocamento vertical no ponto D da viga metalica a seguir.
Considere: E = 29(103) ksi e | = 800 in“.




Solucao:

I. Avaliacao do momento virtual m
1k

0.75 k 1.75k

m, =—1x, ( T[

1k

m,=0.75x,-15 { |




li. Avaliacao do momento real M




jii. Aplicacao da equacao do PTV

‘IE

1::-:1 )0 2 0?512—15 (7x,) . 'F(0.75%,)(80—1x4)
j dx, +j

1% Ap = | — dx =
« Ay = [MM g j - dx.
0 0 0
A _0 3500 2750 6250 k- ft2
DT El T El El El

6250 k- ft2(12)% in?/ft3
An =— =—-0.466 In
7 29(10%) kin? (800 in*)




Problema 4. Determine a rotagao 6 no ponto C do portico metalico a seguir.
Considere: E = 200 GPa e | = 15(10%) mm?.

5kN




Solucao:

.. Avaliacao do momento virtual mg

Barra BC
;?\'-4.\11 kN-m
ST
e
p




ii. Avaliagao do momento real M

5 kN
7\ 3 kN 5 kN
%‘15 EN-m 75kN-m

T T

A3 X2
1+t JUT

| M,=7.5
N,

5 kN

jii. Aplicacao da equacao do PTV

158 mM j‘[ -1 25:{1 j‘n [?5}d _11.25 15 26.25 KN-m2
¢~ 7El El  El El
0 ]
B = 26.25 KN-m* ~ 0.00875 rad

200(108) KN/m2[16(10%) mm* 1(10-"2 m*/mm?*)



Problema 5: Determine o deslocamento horizontal no ponto C do pértico metalico
mostrado abaixo. Considere: E = 200 GPa e | = 15(10%) mm+*.

4 kit




Solucao:

I. Avaliacao do momento virtual m

Vz
e
m,=1.25x, ~— X2 —{1.25k
= ['oe -1 k
81
1.25k
vy
10 ft
m, = 1X,
{_"__\.nl
X4
1k 1 Kty

195k 1.25k



Avaliacao do momento real M




lii. Aplicagao da equacao do PTV

1:-: 40x, — 2x.2
0 0
A. — 8333.3 . 5333.3 13666.6 k- ft3
> E El ~  El

Observacao: Metodo Tabular

1. Construcao dos diagramas

10 kft
P
10 kft e
\ 8 ft
Forca Virtual
10 fi

J 125x2}2512}

0

dx,

200 kft
200 kft R
H 8 ft
Forca Real R
110 ft

IIII

\

L

\

b



2. Das apropriadas linhas e colunas da tabela

Jde:{ - %{1D]fEDDH1D}+%HDHEDE}HB} —8333.3+5333.3=13666.6 k* - ft°

Que & o mesmo valor obtido anteriormente. Assim:

g3
Ap, = 13666.7 k- T —=0.113ft=1.36in

" [20(10%)k/in?((12)%in2/#t2) | [ 600 in* (ft*/(12)*in*) ]




b. Energia de Deformacao Virtual: Forca Axial (Esforgco Normal)

nNL
Ya= 2 RE

onde:

n = for¢gas normais virtuais internas atuantes nas barras causadas pela forca

externa virtual unitaria
N = forgas normais internas atuantes nas barras causadas pelas forcas reais
L = comprimento da barra
A = area da secao transversal da barra

E = mddulo de elasticidade do material



c. Energia de Deformacao Virtual: Esforco Cortante

onde:

n = forcas cisalhantes virtuais internas atuantes nas barras, expressas como
funcGes de x, causadas pela forca externa virtual unitaria

V = forcas cisalhantes internas atuantes nas barras, pressas como func¢oes de
X, causadas pelas forcas reais

K = fator dependente da forma da secao transversal } Rttt
(K =1.2 : secao transversal retangular) " _ g
(K =10/9 : secao transversal circular) *;
(K =1.0 : secao transversal |, perfil I) TF 1 - j:{'j' de}
A = area da secao transversal da barra Li:-- }_1I_

G = modulo de elasticidade transversal do material



d. Energia de Deformacao Virtual: Torcao

tTL
Y=2G0

onde:

t = momentos de tor¢ao virtuais internos atuantes nas barras causados pela
forca externa virtual unitaria

T = momentos de tor¢ao internos atuantes nas barras, causados pelas forgas
reais

L = comprimento da barra
J = momento de inércia polar da secao transversal

(J = mc*/2, onde ¢ é o raio da secao transversal)

G = modulo de elasticidade transversal do material




d. Energia de Deformacao Virtual: Temperatura

Efeito: Variacao uniforme de temperatura AT

Uremp = SN AT L

Efeito: Diferenca de temperatura ao longo da sec¢ao transversal do perfil

5 aAT_

dx —T, Rotagao

= AT,

7 1 OX
‘ /"? — 1'
._._i.f'- 1 '

R \r [/
3 3 "2 | . c \( — 1Y
T, VT /




onde:

m = momento virtual interno nas barra causado pela forga virtual externa
unitaria

o = coeficiente de dilatacao térmica

AT, = diferenca entre a temperatura media e a temperatura do topo ou base
da secao da viga

¢ = metade da altura da secao

L = comprimento da barra



Aplicagées

Problema 1: Determine o deslocamento horizontal no ponto C do pértico metalico
mostrado abaixo. Considere: E = 29(10°) ksi, G = 12(10°) ksi, | = 600 in?,
e A = 80 in? para ambos 0s membros.

B~ 8t ———e|
o Y = . S—
= =
. X3 _—4
— |
4Kk
—] 10 ft
ﬁ: ‘
—
=8
Xy :: ,
-Lﬁ |



Solugao:

I. Avaliacao do momento virtual m

1.25k

Va
P pimm 1 K
m,=1.25x, F— % —J125k
=l —1 k
t—— —8ft —
1.25k
10 ft
1 K ety
1.25k



li. Avaliacao do momento real M




jii. Aplicacao da equacao do PTV

v Deformacao de Flexao:

2 [ 3 13§43
U, - mM 13666.6 k*-ft°(12° in®/ft®) . .. |

El 129(10% )k/in? |(600 in*)

v' Deformacao Axial:

U, ZnNL (1.25k {25k (120 in) (1k)0)(96 in)

n _ —0.001616 in-k
80 in2[29(10%)k/in?] 80 in2[29(10%)k/in? ]

v Deformacao Cisalhante:

L 10 a8
- 1.2(1)(40— 4x 2(_1.25)(—25)
Ufj“lé dx j‘ : 1}dx1+j12 1.25)(-25 dx, -
' 0

GA

540 k2-ft(12in/ft)
112(10%)k/in2 (80 in2)

=0.00675 in-k



1 kx Ag, = 1.357 in-K+0.001616 in- K+ 0.00675 in-k

Ac, =1.37 in

Problema 2: A viga mostrada abaixo & usada num sistema estrutural sujeito a duas
temperaturas diferentes. Se a temperatura do topo da secao e 80° F e
a da base € 160° F, determine o deslocamento vertical no meio da viga

devido a esse gradiente de temperatura. Considere: o = 6.5(10%)/°F.




Solucao:

l. Avaliacao do momento virtual m
11lb

I—E-ﬁ: 1 5 i )
| 1
thal -—x—l x_.il )m=EI

1/21b 121b 401

li. Aplicacao da equacao do PTV

v Temperatura media no centro da viga:

~ 160° +80°

T =120°F

m




Assim:

AT, =120°-80° =40°F

L 60 in 61 /0 0
1 lox Ac :J'muﬂdeI:E .[ (1/2)6.5(10°)/°F(40 °F) |
d c . 51N

Ag, =0.0936 in




